
__________________________________________________________________________________ 
МОРФОЛОГІЯ • 2013 • Том VІІ • № 2 

 

5

Оглядові та проблемні статті 
 
 

 
А.С.Болховитинов 
 
г. Москва,  
Российская Федерация 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ключевые слова: мате-
матическая морфология, 
тестовые функции гло-
бальной оптимизации, 
морфометрия, моделиро-
вание, морфогенез, гисто-
генез. 
 
 
 
 
 
 
Надійшла: 26.03.2013 
Прийнята: 29.04.2013 
 

 

ДОСТИЖЕНИЕ СОПОСТАВИМОСТИ 
МОРФОМЕТРИЧЕСКИХ И МОДЕЛЬНЫХ 
ГИСТОГЕНЕТИЧЕСКИХ-
МОРФОГЕНЕТИЧЕСКИХ ДАННЫХ С 
ПОМОЩЬЮ ТЕСТОВЫХ ФУНКЦИЙ 
ГЛОБАЛЬНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ 
 
 
Резюме. Любая теоретическая конструкция в морфологическом моделировании 
имеет смысл только тогда, когда может быть привязана к практике. Любой форма-
лизм не является оптимальным для описания процессов морфогенеза, если он несо-
поставим форме тканевых структур. Таким образом, необходимо нахождение опти-
мальных аппроксимаций для корректного сопоставления экспериментальных и рас-
четных результатов. Предложенное в настоящей работе использование тестовых 
функций для генетических алгоритмов, эволюционного программирования и роевой 
оптимизации при аппроксимации морфогенеза клеточных структур и их моделей 
является математическим шагом к выполнению положений автора разбираемой 
статьи (Градов О.В., 2011), выведенных недостаточно точно. Существуют и другие 
способы аналитической аппроксимации для данного случая, но они все не имеют 
принципиальных различий с точки зрения удобства применения их в математиче-
ской биологии. Достигаемая таким путем сопоставимость морфометрических и мо-
дельных гистогенетических-морфогенетических данных может использоваться при 
математико-морфологическом анализе и моделировании в гистологии и эмбриоло-
гии. 
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Bolkhovitinov A.S. Achieving comparability of morphometric and model histogenetic-morphogenetic data using glob-
al optimization test functions. 
Summary. Any theoretical construction in morphological modeling is useful only when it can be linked to the practice. Any 
formalism is not optimal for describing the processes of morphogenesis, if it is not comparable with the shape of tissue struc-
tures. Thus, it is necessary to find the best approximation for the correct comparison of the experimental and theoretical re-
sults. Proposed in this paper, the use of test functions for genetic algorithms, evolutionary programming, and swarm optimi-
zation for the approximation of the morphogenesis of cellular structures and their models is a mathematical step towards the 
implementation of the thesis of the analyzed article author (Gradov O.V., 2011), deduced not precise enough. There are other 
ways of analytical approximation for this case, but they have no fundamental differences in terms of their ease of use in ma-
thematical biology. Achieved in this way comparability of morphometric and model histogenetic-morphogenetic data can be 
used in mathematical and morphological analysis and modeling in histology and embryology. 
Key words: mathematical morphology, global optimization test functions, morphometry, modeling, morphogenesis, histoge-
nesis. 
 

 
 
Очевидно, что любая теоретическая конст-

рукция в морфологическом моделировании име-
ет смысл только тогда, когда может быть привя-
зана к практике. Любой формализм не является 
оптимальным для описания процессов морфоге-
неза, если он несопоставим форме тканевых 
структур. Таким образом, необходимо нахожде-
ние оптимальных аппроксимаций для корректно-
го сопоставления экспериментальных и расчет-
ных результатов. Это верно как для прямой, так 

и для обратной задачи: как для описания регист-
рируемых данных, так и для модельного прогно-
зирования. 

Многие работы характеризуются недоста-
точной степенью сопоставимости теории и прак-
тики. Так, в работе (Градов О.В., 2011), опубли-
кованной в журнале "Морфологiя", среди по-
ставленных задач есть следующая: "рассматри-
вать проблему деформированных трансформа-
ционных сеток как проблему аналитической ап-
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проксимации с их помощью реальной формы 
биологических объектов" и далее по тексту: "вы-
явление формы сигнала деформирующего воз-
действия по предыдущему состоянию системы и 
выходному сигналу - последующему её состоя-
нию". Однако при беглом просмотре обнаружи-
вается, что даже намека на аналитическую ап-
проксимацию в цитируемой работе нет; статья в 
принципе не содержит формул. Это ставит под 
удар корректные положения и цели, приведен-
ные в ней. Приложенные к статье листинги отно-
сятся к моделированию дисторсии, распростра-
нения волн, но не отвечают на вопрос "как": ка-
кие функции рекомендует использовать автор 
для математической аппроксимации зарегистри-
рованных им в данной статье паттернов волн, 
априорно, без формализации сопоставляемых 
клеткам*?  

Следует заметить, что представленные в ци-
тируемой статье паттерны действительно подоб-
ны паттернам биологических клеток, регистри-
руемых посредством методов атомно-силовой 
микроскопии, но к тому, чтобы доказать это по-
ложение, только морфологический визуальный 
анализ хотя и необходим, но недостаточен. В 
данной полемической заметке я не хотел бы ос-
танавливаться на частностях теории распознава-
ния образов, необходимых для собственноручно-
го составления читателем алгоритмов сличения, 
ограничившись для математико-морфологичес-
кой области предложением нескольких простых 
иллюстраций. Предлагается использовать для 
этого функции двух переменных. 

В простейшем случае можно ограничиться 
регулярным или квазирегулярным типом ап-
проксимации, подобно тому, что имеет место в 
кристаллографии, где квазикристаллы описыва-
ют с использованием структур - аппроксимантов 
(Dmitrienko V.E., Chizhikov V.A., 2006; Vekilov 
Y.K., Isaev É.I., 2007). Также, как и в случае мо-
делирования деформаций сеток Безье (недоста-
точно обосновано, с математической точки зре-
ния, ассоциируемых с сетками д'Арси-
Томпсона), в кристаллографической аппрокси-
мации существуют способы реконструкции и 
приведения к стандартному регулярному виду 
слабоструктурированных, неполных или струк-
турно-противоречивых сеток (Garanzha V.A., 
Kudryavtseva L.N., 2012). Решетки Делоне лежат 
в основе не только кристаллографических по-
строений, но и целого ряда других явлений (Ga-
liulin R.V., 2002), поэтому могут быть использо-
ваны не только в кристаллографических вычис-
лениях. При этом они коммутируют с триангу-

                                                 
* Можно возразить, что это сделать невозможно алго-
ритмически, но для опровержения этого тезиса ниже я 
привожу листинги, в которых возможно нахождение 
распределенных экстремумов ("центров клеток"), то 
есть отвечаю оппоненту, ограничившемуся приведе-
нием листингов, его же методом. 

ляцией Делоне – важнейшей частью конечно-
элементных систем автоматизированного проек-
тирования, в то время как автор критикуемой 
работы (Градов О.В., 2011) непосредственно с 
самого её начала настаивает на необходимости 
использования метода конечных элементов (что 
для второго десятилетия XXI века кажется не-
сколько очевидным и банальным), поэтому для 
данной работы апробация предлагаемого мной 
подхода не является противоречивой. 

Рассмотрим несколько примеров, характер-
ных в аппроксимации тканевых структур. По-
скольку работа не описывает новые виды визуа-
лизации, я не стремлюсь к приведению в ней 
оригинальных графиков, ограничиваясь алго-
ритмами и формами, найденными в сети. Допус-
тим, что имеется поверхность ткани - однослой-
ного кубического эпителия. Такая однослойная 
структура хорошо моделируется функцией Грай-
венка (Griewank A.O., 1981), пример которой в 
формальном виде дан ниже:  

 
    (1) 

 
 
Функция имеет множество распространен-

ных минимумов с регулярным распределением. 
Визуализация функций Грайвенка для поверхно-
сти подобного эпителия приводит к форме типа 
отображенной на рис. 1. Функции такого рода 
хорошо отображаются в GNUPLOT, PaGMO, 
HeuristicLab. Здесь ниже использована визуали-
зация с оптимизацией M.Clerc'а (Clerc M., 2006) 
по формуле:  

  
 
 

(2) 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 1. Пример визуализации функции Грайвенка 

(по M.Clerc). 
 
Если перейти от однослойного эпителия к 

столбчатому (колончатому) варианту, то возни-
кает возможность использования функции Эккли 
(Ackley D., 1987), дающей форму графика, пока-
занную на рис. 2. Примером такой функции мо-
жет служить элементарное выражение: 
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(3). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 2. Пример визуализации функции Эккли (по 

M.Clerc). 
 
При оптимизации M. Clerc использовался 

алгоритм на Си++: 
 

E=exp(1); two_pi=2*acos(-1); 
sum1=0;sum2=0;  
for (d=0;d<D;d++) {xd=x.x[d]; sum1=sum1+xd*xd; 
sum2=sum2+cos(two_pi*xd);}  
f=(-20*exp(-0.2*sqrt(sum1/(double)D))-
exp(sum2/(double)D)+20+E); 

 
Сравнительно недавно (в 2009 году) Za-

binsky, Khompatraporn и Ali создали новый под-
ход к вычислению этих функций, основанный на 
глобальной оптимизации (Ali M.A. et al., 2005) 
для MATLAB: 

 
function z = ft_ackley(x,y) 
a = 20; 
b = 0.2; 
c = 2*pi; 
d = 5.7; 
f = 0.8; 
n = 2; 
z = (1/f)*( -a*exp(-b*sqrt((1/n)*(x.^2+y.^2))) - ... 
exp((1/n)*(cos(c*x) + cos(c*y))) + ... 
a + exp(1) + d); 

 
и соответствующий аналог кода для Си++: 

 
float fvalue; 
fvalue = 0.0; 
float gvalue=0.0; 
float hvalue =0.0;  
for(int index = 0 ; index<dimension ; index ++) 
{ 
gvalue = gvalue + pow( *(position+index),2.0 ); 
hvalue = hvalue + cos(*(position + in-
dex)*2*3.14159265359);  
} 
fvalue = -20 exp(-0.0.2 * pow((gvalue/dimension), 
0.5) ) - exp(hvalue/dimension)+20+exp(1); 
return fvalue; 

}; 
 
Понятно, что глобальный минимум f(x)=0, 

xi=0, i=1:n, таким образом ткань равномерно 
распределена по плоскости (вспомним, что и у 
функции Грайвенка минимумы регулярны) и, 
демонстрируя гистогенез, не демонстрирует 
морфогенез. В то же время анализируемая работа 
(Градов О.В., 2011) претендует на описание 
именно морфогенеза. Поэтому нужно продемон-
стрировать элементы морфогенеза, моделируе-
мые функцией Эккли. Например, возьмем слу-
чай, когда  

 
 

 
 (4) 

 
 
Исходя из общих математических сообра-

жений, предполагается наблюдение деформаций 
ткани и образование поры при глобальном опти-
муме f(x)=0 и x=0, что и наблюдается на рис. 3, 
выполненном с помощью HeuristicLab. Это небе-
зынтересно отметить, так как функии Эккли 
(равно как Грайвенка или Растригина) являются 
тестовыми функциями для генетических алго-
ритмов, в то время как существуют подходы к 
морфогенезу дискретных структур, основанные 
на генетических алгоритмах (Kawamura H., Oh-
mori H., 2001). Виды деформаций, моделируемых 
функциями Эккли не ограничиваются приведен-
ными на рис. 3. При ненулевых глобальных оп-
тимумах находим для выражения (с мультимо-
дальными, сепарабельными особенностями): 

 
 
 

(5) 
 
 
 

решения, визуализация которых показана на рис. 
4.  

С точки зрения обнаружения экстремумов 
они эквивалентны ряду регуляризованных струк-
тур, генерируемых из предъявленных в работе 
(Градов О.В., 2011), но, в отличие от этих струк-
тур, они обладают вполне конкретной модельной 
сопоставимостью с тканями и могут быть рас-
смотрены одновременно и как волновые тексту-
ры, и как кластеры клеток. На топографической 
карте на рис. 4 (с сайта LUT: http://www.it.lut.fi) 
слева можно видеть как агломераты, объединен-
ные общей изопотенциальной линией, так и от-
дельные клетки, лежащие вне её и обладающие 
меньшим количеством эквипотенциалей. Гетеро-
генность клеточных популяций в поверхностных 
тканях - эпителии и эпидерме, свойственная как 
для животных (De Waal E.J., Rademakers L.H., 
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1997), так и растений (Baklanov I.A., 2011), соот-
ветственно имеет прямое подтверждение в этой 

модели. 

 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 3. Моделирование морфогенеза на HeuristicLab с помощью функций Эккли. 
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Рис. 4. Функции Эккли в визуализации, соответствующей работе (Градов О.В., 2011) и соответствующие им топо-
графии клеток в модели кубического эпителия (слева). 

 
Это не зависит от алгоритма воспроизведе-

ния самой функции. Возьмем вместо алгоритма 
Zabinsky, Khompatraporn и Ali или M. Clerc'а1 
более "простой" алгоритм, точнее код A. Hedar'а 
для MATLAB (2005): 

 
function y = ackley(x) 
%  
n = 2; 
a = 20; b = 0.2; c = 2*pi; 
s1 = 0; s2 = 0; 
for i=1:n; 
 s1 = s1+x(i)^2; 
 s2 = s2+cos(c*x(i)); 
end 
y = -a*exp(-b*sqrt(1/n*s1))-exp(1/n*s2)+a+exp(1); 

 
Не следует пояснять, что значения перемен-

ных можно менять; n=2 взято по умолчанию и не 
является единственно возможным для функции 
Эккли. При варьировании параметров можно без 
труда убедиться, что ничего принципиально не 
меняется к вышеизложенному. В Mathcad, не 
являющемся, в отличие от MATLAB, матричной 
лабораторией, возможно получить график любой 
функции двух переменных, заданной аналитиче-
ски, не исключая функцию Эккли, без её иссле-
дования, но и в нем возможно моделировать 
"морфогенез" по типу описанного выше (см. рис. 
5). 

Не ограничимся этим и докажем, что часть 
графиков, представленных в цитируемой работе, 
обладающих угловым наклоном к поверхности 
(рис 5, рис. 7 при цит. раб.), может быть связана 
с градиентом облученности. Это можно интер-
претировать и как зависимость гистогенеза от 
данного воздействия в рамках пространственно-
го изменения концентраций (Turing A.M., 1952), 
и как артефакт неравномерной облученности в 
процессе регистрации. В то же время особенно-
стью численной оптимизации с использованием 

                                                 
1 Надо для пояснения отметить, что алгоритмы 
M.Clerc'a (Clerc M., 2006) относятся к подходу "particle 
swam optimization" (роевой оптимизации частиц; в 
русскоязычной литературе принят недостаточно пол-
ноценный по смыслу терминологический эквивалент 
"метод роя частиц" или МРЧ), близкому к "роевому 
интеллекту" - "swarm intelligence" (Kennedy J. et al., 
2001), описывающему в том числе сборку клеток в 
тканях (Fisher L., 2009) вплоть до формирования 
функциональной коннектомики нервной ткани (см., 
напр., сб., выпущенный недавно издательством "World 
Scientific" - "Integration of Swarm Intelligence And Ar-
tificial Neural Network"). Поэтому нахождение экстре-
мумов в процессе такой оптимизации эквивалентно 
нахождению клетками как частицами роя при морфо-
генезе своего места и детерминированного функцио-
нального положения в ткани.  

метода роя частиц является то, что для его ис-
пользования не требуется указывать точный гра-
диент функции. Отмечу, что в цитируемой рабо-
те (Градов О.В., 2011) не указан источник иллю-
минации, поэтому по этому факту ничего опре-
деленного сказать нельзя. Воспользуемся плот-
тером функций с сайта http://www.exponenta.ru и 
продемонстрируем возможность построения 
графика функции типа Эккли, подобной выше-
указанным графикам из цитируемой работы. По-
нятно (см. рис. 5), что при разных углах наклона 
абсолютные амплитудные значения в точках экс-
тремумов будут изменяться. Видимо этот эффект 
наблюдается и в цитируемой работе, несмотря на 
то, что ряд других графиков в ней говорят о яв-
лениях морфогенеза по типу указанных выше 
более однозначно. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 5. Пример функции, визуализируемый по 

ссылке, указанной в тексте. 
 
Рассмотрим непосредственный переход ме-

жду гистогенезом и морфогенезом в ходе увели-
чения количества клеток и соответственной по-
верхности ткани. Используем для этого функцию 
Растригина, крупного советского кибернетика 
(Растригин Л.А., 1968, 1974, 1980, 1981), извест-
ного и за рубежом (см., напр.: Rastrigin L.A., 
Érenshtein M.K. 1984; Rastrigin L.A., Eiduk J.Y., 
1985; Rastrigin L.A., 1986; Kronbergs Y.E., Rastri-
gin L.A., 1991): 

 
(6) 

 
 
Известно, что форма графика этой функции 

меняется в зависимости от числа переменных. 
Так, при записи в двух переменных 

 
(7) 

 
 
имеем 1 глобальный и 100 локальных максиму-
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мов; при записи в двух переменных с инверсией 
 

(8) 
 
имеем 4 глобальных и 96 локальных максиму-
мов; при десяти переменных 

 
(9) 

 
имеем 1 глобальный максимум и 1010 локальных 
максимумов; при записи с инверсией при десяти 
переменных 

 
(10) 

 
имеем 100 глобальных максимумов. Соответст-
венно, если сопоставить каждому из таких мак-
симумов отдельную клетку в ткани, то при уве-
личении количества клеток (мощности множест-
ва) можно наблюдать образование углублений и 
полостей, лакун, причем в малом масштабе мо-
гут визуализироваться осцилляции, соответст-
вующие одиночным клеткам, а в большом мас-
штабе - кривизны морфогенетического плана. На 
рис. 6 приведен пример такого перехода от еди-
ничных клеток в зоне оптимума (А) к курватуре 
поверхности такни (Б). Аналог этого явления 
можно найти в эмбриологии. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
А 
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Б 
 
Рис. 6. Функция Растригина демонстрирует масштабно-зависимый переход между гистогенезом и морфогенезом 

по мере увеличения количества клеток в ткани. А – вблизи оптимума. Б – большой масштаб. 
Изменения локальной кривизны клеточного 

пласта в корреляции с пульсациями при эмбрио-
генезе хорошо изучены, поэтому не ясна причи-
на, по которой автор разбираемой работы (Гра-
дов О.В., 2011) не упомянул об этом в качестве 
основного подтверждения для своей концепции. 
Давно известно, что возможно выводить друг из 
друга с достаточной точностью последователь-
ности форм, не имея никаких сведений о пульса-
циях, зная лишь сами эти формы - то есть ло-
кальную кривизну пласта, причем возникшая 
кривизна имеет высокую устойчивость к разным 
возмущениям, включая изменение формы пуль-
саций по Белоусову (Beloussov L.V. et al., 1972; 
Beloussov L.V., 1973; Beloussov L.V., Dorfman 
J.G., 1974). Эти исследования продолжаются до 
сих пор (Beloussov L.V., 2012) и коррелируют с 
подходом "черного ящика" (Градов О.В., 2011) с 
механическими обратными связями для морфо-
генеза (Beloussov L.V. et al., 2008), поэтому иг-
норирование этих данных не кажется биологиче-
ски осмысленным. 

Предъявим несколько вариантов функций 
Растригина, демонстрирующих различные фор-
мы, аппроксимирующие приведенные в разби-
раемой работе (Градов О.В., 2011). Так, складча-
тости, предъявленные в ней на рис. 9, хорошо 
аппроксимируются обобщенной функцией Рас-
тригина (Hansen N., Ostermeier A., 2001): 

 
(11) 

 
Если поставить задачу моделировать от-

дельные их подъемы, то корректно ограничиться 

более простой обобщенной функцией Растригина 
- так называемой вращаемой (randomly rotated 
mis-scaled generalized Rastrigin function)  

 
(12) 

 
Моделируемая в первом случае метамерия 

характерна для эмбриогенеза (Verbout A.J., 
1985). Пример такого графика приведен на рис. 
7.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 7. Моделирование складчатости и метамерии. 
 
Возможно также моделирование морфоге-

нетических взаимодействий, подобных приве-
денным автором на рис. 12. Это осуществляется 
с помощью функций Рана (Whitley D. et al., 
2003): 

 
 

 
(13) 

 
где             (14) 

 
Изменение масштаба приводит к усложне-

нию формы визуализации вплоть от отдельных 
борозд до самосборки чешуй (ср. рис. 8А и рис. 
8Б). Можно предоставить морфологам конкрет-
ную привязку формируемых графических струк-
тур к их биологическим эквивалентам по морфо-
логической аналогии, однако отмечу, что варьи-
руя функции можно получать достаточно кор-
ректные подобия слайсов гистогенетических или 
эмбриогенетических структур. Так, можно при 
использовании функции Розенброка или т.н. вто-
рой функции Де Йонга (De Jong K.A., 1975):  

 
(15) 

 
моделировать изгибание пластов при гаструля-

ции, как это видно на рис. 9, хотя с другой сто-
роны для этого подходит и функция Бранина 
(Branin's function), активно используемая в об-
ласти генетических алгоритмов, при численной 
оптимизации (Gwiazda T.D., 2006). 

Вышеуказанную "эмбриогенетическую" ме-
тамерию как в форме гомономии, так и в гетеро-
номии, логично также моделировать с использо-
ванием ряда других действительно многогорбых 
функций. С 1970-х гг. известно, что сегментация 
является непосредственно продуктом работы 
морфогенетического осциллятора: колебания 
концентрации молекул, возникающие вследствие 
циклической активности генов, преобразуются в 
повторяющиеся морфологические структуры 
метамеров в волне клеточной дифференциации, 
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движущейся спереди назад вдоль тела (Cooke 
J., Zeeman E.C., 1976). Это хорошо соотносится с 
рядом результатов и тезисов критикуемой рабо-
ты (Градов О.В., 2011). Если предлагаемый мной 
подход корректен, то это имеет в определенном 
смысле общебиологическое значение, так как 
известно, что сегментация у разных таксонов 
животных детерминируется одинаковым генети-
ческим аппаратом, эквивалентно полярно рас-
пределенными с точки зрения реакции с диффу-
зией в передней и задней частях сегментов 
(Prudhomme B. et al., 2003; Saudemont A. et al., 
2008)2. В последнее время это явление называют 
"часы сегментации" (Andres F. et al., 2012), то 
есть, перейдя от длины волны морфогенетиче-
ского осциллятора к её частоте, можно прогно-
зировать временные тренды онтогенетического 
развития по имеющимся, в том числе частотно-
модулированным, формам волн, как это предла-
гает автор разбираемой работы (Градов О.В., 
2011). 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
А 
А 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                 
2 Общеизвестно, что сегментация регулируется Hox-
генами - гомеобоксами  

 
Б 
 
Рис. 8. Изменение сложности организации при 

варьировании масштаба выборки. А – простое формо-
образование на границе фронтов. Б – сложное формо-
образование; морфогенез чешуй. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 9: Моделирование начального изгибания при 

гаструляции.  
 
Продемонстрируем переход от бинарной 

сегментации к более сложным формам на самом 
элементарном примере. Существуют так назы-
ваемые "back camel function" (русский эквива-
лент автору не известен; калькирование же этого 
термина было бы смехотворным), количество 
горбов в которых варьируется. Чтобы не углуб-
ляться в математическую часть вопроса, приве-
дем два примера таких функций из зарубежных 
работ (Liu X., 2002) и (Woon S.F., Rehbock V., 
2010) на рис. 10 А, 10 Б соответственно. Можно 
видеть, насколько меняются пропорции "горбов" 
при распространении, что, вероятно, говорит о 
причинах затухания морфогенетического осцил-
лятора и тренда на утоньшение апикальных зон. 

Вернемся теперь к непосредственным экс-
периментальным результатам критикуемой рабо-
ты (Градов О.В., 2011). Первым источником пе-
риодичности и затухания морфогенеза модель-
ных структур её автор представляет внутрикле-
точные осцилляции, которые затем моделирует 
на рис. 21А. Однако глядя на представленные им 
изображения нельзя сказать что-то определенное 
о возможности морфогенеза при таких возмуще-
ниях; это в работе не демонстрируется. Ничто не 
препятствует осуществить аналогичное возму-
щение, только с использованием вышеуказанных 
оптимизационных методов - на базе функции 
Саломона (Brachem С., 2009) 
 

,        (16) 
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что приведена на рис. 10А, Б, однако она, как 
можно видеть, не приближает визуализацию к 
форме реальных структур, показанных автором 
критикуемой работы на рис. 19, рис. 20, что по-
рождает естественный вопрос о полезности по-
строений подобных функций автором указанной 
работы для доказательства его концептуальных 
построений.  
 

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
А 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Б 
 
Рис. 10. Двугорбая (А) и трехгорбая (Б) back camel 

function. 
 
Очевидно, что, как говорилось в самом на-

чале статьи, любые модельные математико-
морфологические и математико-биофизические 
построения только тогда обладают эвристиче-
ской ценностью, когда теория может быть сопос-
тавлена с практикой. Поэтому я поставил перед 
собой цель поиска функций, аппроксимирующих 
экспериментальные графики из указанной рабо-
ты.  

Оказалось, что функции Лангермана, также 
используемые в задачах оптимизации и эволю-
ционном компьютинге, хорошо аппроксимируют 
эти экспериментальные данные. Как пример та-
кой функции можно привести (Bersini H. et al., 

1996): 
 

,  (17) 
 
 
где 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
На большом масштабе (рис. 11 В, Г) они 

действительно дают пиковые визуализации с 
провалами, что характерно для рис. 19, 20 из ци-
тируемой статьи, в то время как на более близ-
ком к зоне оптимума масштабировании дают 
"многомодовую" систему с большим набором 
экстремумов, сопоставимых различным областям 
компартментализации клетки и её микрострук-
туры (см. рис. 11 Д, Е). Однако можно видеть, 
что распределение компонент на изолинейной 
карте не так гомогенно, как в случае функции 
Лангермана. С аналогичной проблемой автор 
столкнулся в одной из первых работ (Болховити-
нов А.С. и соавт., 2010), когда при моделирова-
нии цитотомии клеточных структур низкая дис-
кретизация изолиний на математической модели 
не давала возможности полноценного сопостав-
ления данных моделирования и эксперимента, 
т.к. относительно высокоразрешающая микрофо-
тометрия давала отличные от них контуры, учи-
тывающие компартментализацию и дисперс-
ность, а не только общий морфологический аб-
рис. 

Необходимо уточнить, что существуют 
функции, которые хорошо аппроксимируют от-
дельные пики (подобно рис. 11 В), но не воспро-
изводят компартментализацию клетки в целом, 
поэтому проблема выбора функций, ставимая 
мной в данной статье, не является искусствен-
ной. Так, известна функция Шекеля с m макси-
мумами (Shekel J., 1971): 

 
 

(18) 
 
 
 
Иногда она, впрочем, записывается также 

как  
 
 
 
 

(19) 
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Д           Е 
 
Рис. 11. Поиск адекватной аппроксимации экспериментальных данных, моделирующих клеточную ультраструкту-

ру. Описание фрагментов рисунка – в тексте. 
Мне удалось найти пример, где 
 

, 
а 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
Рис. 12. Функция Шекела ("лисья нора") в инверти-

рованном виде. 
Результат его визуализации хорошо аппрок-

симировал ряд пиков в критикуемой работе, но 
переход от масштаба к масштабу, как в рассмот-
ренных ранее случаях, ничего не давал. В случае 
проведения расчета на MATLAB использовался 
общеизвестный код А. Хедара: 

 
function y = shekel(x) 
m = 10; 
a = ones(10,4); 
a(1,:) = 4.0*a(1,:); 
a(2,:) = 1.0*a(2,:); 
a(3,:) = 8.0*a(3,:); 
a(4,:) = 6.0*a(4,:); 
for j = 1:2; 
 a(5,2*j-1) = 3.0; a(5,2*j) = 7.0;  
 a(6,2*j-1) = 2.0; a(6,2*j) = 9.0;  
 a(7,j) = 5.0; a(7,j+2) = 3.0; 
 a(8,2*j-1) = 8.0; a(8,2*j) = 1.0; 
 a(9,2*j-1) = 6.0; a(9,2*j) = 2.0; 
 a(10,2*j-1)= 7.0; a(10,2*j)= 3.6; 
end 
c(1) = 0.1; c(2) = 0.2; c(3) = 0.2; c(4) = 0.4; c(5) = 
0.4; 
c(6) = 0.6; c(7) = 0.3; c(8) = 0.7; c(9) = 0.5; c(10)= 
0.5; 
s = 0; 
for j = 1:m; 
 p = 0; 
 for i = 1:4 
 p = p+(x(i)-a(j,i))^2; 
 end 
 s = s+1/(p+c(j)); 
end 
y = -s; 

 
Однако его использование даже при гибри-

дизации и встраивании в него фрагментов иных 
кодов не позволило добиться достаточно мас-
штабно-адекватного моделирования пиковых 
структур, соответствующих клеточным образо-
ваниям, доказав тем самым "от обратного" луч-
шую аппроксимируемость их функциями Лан-
германа. В результате выявилась прямая необхо-
димость сопоставления не только пиковых зна-
чений с формализованной моделью, но и в целом 
компартментализации с пиками, регистрируе-
мыми оптической системой. По аналогии с рабо-
той (Болховитинов А.С., Градов О.В., 2010), где 
предлагалась регистрация сигнала флуоресцен-
ции целлюлярных компартментализованных 
структур с ПЗС в режиме накопления сигнала и 
регистрации оптических профилей по отдельным 
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строкам, решено было использовать данные ска-
нирования более высокой размерности, но, в от-
личие от данной работы, не производить преоб-
разования Фурье и Хаара, а рассмотреть трех-
мерную визуализацию в сравнении с математи-
ческой моделью. Так как в более поздних рабо-
тах с участием того же автора (Градов О.В., Нот-
ченко О.В., 2012; Нотченко А.В., Градов О.В., 

2012) использовалась построение трехмерных 
профилей облученности (люминанса), была най-
дена форма функции, удовлетворяющая подобию 
этой визуализации. Как таковая была использо-
вана известная в генетическом программирова-
нии функция Уитли (Whitley D., Starkweather T. 
1990; Whitley D. et al., 2003) с обрезкой значений, 
взятая в форме 

 
 

(20) 
 

 
Результаты указанной визуализации с выяв-

лением границ компартментализации в модели 
приведены на рис. 13. Изолинейное картирова-
ние на данной иллюстрации реалистически соот-
ветствует картированию каплевидных клеток и 
визуализации их моделей на основе инвариант-
ных множеств динамических систем в программе 
WinSet (Morozov A.D. et al., 1999), опубликован-
ному позже автором критикуемой работы за ру-

бежом (Gradoff O., 2012). Представляется доста-
точно странным отсутствие за столь немалый 
срок попыток со стороны указанного автора най-
ти столь же тривиальную аппроксимацию для 
его данных, необходимость которой была им 
заявлена еще два года назад, учитывая наличие 
его работ, где в неявном виде решение проблемы 
собственно "лежит на поверхности". 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 13. Моделирование результатов изолинейного картирования компартментализации. 
 
В завершение хотелось бы проанализиро-

вать еще один спорный вопрос разбираемой ста-
тьи: автор, предъявляя на рисунках 15, 16, 21А 
результаты моделирования воздействия возму-
щений на форму клетки, пытается связать с этим 
формирование центральной зоны с повышенной 
оптической плотностью или ядра. По крайней 
мере сам автор ставит данную задачу так: "имеет 
смысл другая постановка вопроса (обратная за-
дача): какая деформация привела к образованию 
... формы первичной эукариотической клетки". 
Продемонстрируем некорректность подобной 
задачи с позиций роевой оптимизации. Если бы 
дело обстояло так, как преподносит нам автор, то 
в исходно сферческой клетке на мениске среды 

имело бы место при моделировании скопление 
всех точек оптимизации в вершине максимума 
по оптической плотности - в центре клетки. При-
ведем данные несложного вычислительного экс-
перимента, выполненного с помощью библиоте-
ки Lua для роевой оптимизации PSO – так назы-
ваемой библиотеки Lua PSO, также известной 
как Abelhas. Ее недостатки (лимит скорости и 
отсутствие инерции) не влияют на такие низко-
скоростные и малоинерционные системы, како-
вой является предмет нашего моделирования. На 
рис. 14 приведен пример, из которого видно, что 
клетка даже на 18-й итерации имеет частицы в 
неоптимальном их состоянии у мембранной гра-
ницы, а не в центре (хотя, как можно видеть из 
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изображения, все частицы действительно, как и 
постулировал автор разбираемой работы, груп-
пируются вокруг центра). Таким образом, по 

крайней мере, в рамках такого приближения, 
работать указанная схема оптимально не будет. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 14. Группировка частиц в клетке на разных итерациях роевой оптимизации. 
 
Заключение 
Таким образом, показано, что ряд положе-

ний в критикуемой работе (Градов О.В., 2011) не 
соответствует заявленному уровню доказатель-
ности. Требуется более глубокое рассмотрение и 
анализ положений, выдвинутых автором, так как 
многие из них при ближайшем рассмотрении и 
математизации демонстрируют известную кор-
ректность, хотя из текста самого автора это вы-
вести нельзя. Предложенное в настоящей работе 
использование тестовых функций для генетиче-
ских алгоритмов, эволюционного программиро-

вания и роевой оптимизации при аппроксимации 
морфогенеза клеточных структур и их моделей 
является математическим шагом к выполнению 
положений автора разбираемой статьи, выведен-
ных недостаточно точно. Существуют и другие 
способы аналитической аппроксимации для дан-
ного случая, но они все не имеют принципиаль-
ных различий с точки зрения удобства примене-
ния их в математической биологии. Достигаемая 
таким путем сопоставимость морфометрических 
и модельных гистогенетических-морфогенети-
ческих данных может использоваться при мате-
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матико-морфологическом анализе и моделирова-
нии в гистологии и эмбриологии. 
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Болховітінов О.С. Досягнення порівнянності морфометричних і модельних гістогенетичних-

морфогенетичних даних за допомогою тестових функцій глобальної оптимізації. 
Резюме. Будь-яка теоретична конструкція в морфологічному моделюванні має сенс лише тоді, ко-

ли може бути прив'язана до практики. Будь-який формалізм не є оптимальним для опису процесів мор-
фогенезу, якщо він непорівнянний формі тканинних структур. Таким чином, необхідне знаходження оп-
тимальних апроксимацій для коректного зіставлення експериментальних і розрахункових результатів. 
Запропоноване в цій роботі використання тестових функцій для генетичних алгоритмів, еволюційного 
програмування і ройової оптимізації при апроксимації морфогенезу клітинних структур і їх моделей є 
математичним кроком до виконання положень автора проаналізованої статті (Градов О.В., 2011), виведе-
них недостатньо точно. Існують й інші способи аналітичної апроксимації для даного випадку, але вони 
всі не мають принципових відмінностей з точки зору зручності застосування їх в математичній біології. 
Порівнянність морфометричних і модельних гістогенетичних-морфогенетичних даних, яка досягається 
таким шляхом, може використовуватись при математико-морфологічному аналізі та моделюванні в гіс-
тології та ембріології. 

Ключові слова: математична морфологія, тестові функції глобальної оптимізації, морфометрія, 
моделювання, морфогенез, гістогенез. 


